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容斥原理 用于解决一类，在已知任意 𝑚 个集合交集大小的情况下，多个集合求并集大小的问题。

容斥原理

定义及证明

设 𝑈 中元素有 𝑛 种不同的属性，而第 𝑖 种属性称为 𝑃𝑖 ，拥有属性 𝑃𝑖 的元素构成集合 𝑆𝑖 ，那么

∣
𝑛

⋃
𝑖=1

𝑆𝑖∣ =
𝑛

∑
𝑚=1

(−1)𝑚−1 ∑
𝑎𝑖<𝑎𝑖+1

∣
𝑚
⋂
𝑖=1

𝑆𝑎𝑖
∣

其中 𝑎 为任意长度为 𝑚 且 值域为 [1, 𝑛] 的不重无序数列。

通过定义可知，容斥原理 用于解决一类，在已知任意 𝑚 个集合交集大小的情况下，多个集合求并集大小的问题。

对于有限制条件的计数问题，可以转化成求集合交并大小问题，进而通过容斥原理解决。

关于容斥原理的证明，其实就是要保证并集中的每一个元素对答案的贡献为 1 。

对于元素 𝑥，假设它出现在 𝑇1, 𝑇2, ⋯ , 𝑇𝑚 的集合中，那么它的出现次数为

𝐶𝑛𝑡 =|{𝑇𝑖}| − |{𝑇𝑖 ∩ 𝑇𝑗|𝑖 < 𝑗}| + ⋯ + (−1)𝑘−1 ∣{
𝑘

⋂
𝑖=1

𝑇𝑎𝑖
|𝑎𝑖 < 𝑎𝑖+1}∣

+ ⋯ + (−1)𝑚−1|{𝑇1 ∩ ⋯ ∩ 𝑇𝑚}|
=𝐶1

𝑚 − 𝐶2
𝑚 + ⋯ + (−1)𝑚−1𝐶𝑚

𝑚

=𝐶0
𝑚 −

𝑚
∑
𝑖=0

(−1)𝑖𝐶𝑖
𝑚

=1 − (1 − 1)𝑚 = 1

计数问题的转化

可以考虑把具有相同属性的计数对象放入同一集合。然后根据题目要求，求出同时具有某些属性的技术对象个数（即：属

性对应的集合交集）。

∣
𝑛

⋂
𝑖=1

𝑆𝑖∣ = |𝑈| − ∣
𝑛

⋃
𝑖=1

𝑆𝑖∣

由于容斥原理本身是求集合并集大小，但是可以通过 上式 转化为求集合交集大小问题。
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容斥原理栗题（们）

栗题一

详见不定方程非负整数解计数。

对于限制元素数量下界的要求，处理方式都可以采用，直接对总数减去这个元素的下界，计算取值时直接不考虑下界即

可。

栗题二

对于一个 1~𝑛 的排列 𝑃，若 ∀𝑖, 𝑃𝑖 ≠ 𝑖 则称其为错位排列。给出 𝑛 ，求长度为 𝑛 的错位排列个数。

考虑全集 |𝕌| = 𝑛! ，元素属性就是 𝑃𝑖 ≠ 𝑖，答案就是 ∣
𝑛
⋂

𝑖=1
𝑆𝑖∣。

考虑到：

∣
𝑛

⋂
𝑖=1

𝑆𝑖∣ = |𝕌| − ∣
𝑛

⋃
𝑖=1

𝑆𝑖∣

易知：𝑆𝑖 就是所有 𝑃𝑖 = 𝑖 的排列。

考虑到：

∣
𝑛

⋃
𝑖=1

𝑆𝑖∣ =
𝑛

∑
𝑘=1

(−1)𝑘−1 ∑
𝑎1,…,𝑎𝑘

∣
𝑘

⋂
𝑖=1

𝑆𝑎𝑖
∣

=
𝑛

∑
𝑘=1

(−1)𝑘−1(𝑛
𝑘)(𝑛 − 𝑘)!

综合上式，得出长度为 𝑛 的错位排列数为：

𝐷𝑛 = 𝑛! −
𝑛

∑
𝑘=1

(−1)𝑘−1(𝑛
𝑘)(𝑛 − 𝑘)!

栗题三

A 和 B 喜欢对图（不一定连通）进行染色，而他们的规则是，相邻的结点必须染同一种颜色。

今天 A 和 B 玩游戏，对于 𝑛 阶 完全图 𝐺 = (𝑉 , 𝐸) 。他们定义一个估价函数 𝐹(𝑆) ，其中 S 是边集，𝑆 ⊆ 𝐸 .

𝐹(𝑆) 的值是对图 𝐺′ = (𝑉 , 𝑆) 用 𝑚 种颜色染色的总方案数。

他们的另一个规则是，如果 |𝑆| 是奇数，那么 A 的得分增加 𝐹(𝑆) ，否则 B 的得分增加 𝐹(𝑆) . 问 A 和 B 的得分差
值。

出题人千辛万苦凑出的式子

考虑形式化的定义答案：

𝐴𝑛𝑠 = ∑
𝑆⊆𝐸

(−1)|𝑆|−1𝐹(𝑆)

设集合 𝑄(𝑖,𝑗) 中的元素为所有 (𝑖, 𝑗) 有边相连的图的染色方案。考虑到相邻的节点（有边相连）必须染成相同的颜色，所
以两节点 𝑖, 𝑗 有边相连即 节点 𝑖, 𝑗 染成相同的颜色。

易知：

𝐹(𝑆) = ∣⋂
𝑒∈𝑆

𝑄𝑒∣
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带入原式即：（这里用到了容斥原理的逆用）

𝐴𝑛𝑠 = ∑
𝑆⊆𝐸

(−1)|𝑆|−1 ∣⋂
𝑒∈𝑆

𝑄𝑒∣

= ∣ ⋃
𝑒∈𝐸

𝑄𝑒∣

答案变成：对一张完全图染色，存在任意两个点同色的方案数。

考虑到两两点都异色的染色方案数为 𝐴𝑛
𝑚。

所以答案为：

𝑚𝑛 − 𝐴𝑛
𝑚

其实容斥原理本质上是集合间交集和并集大小之间的转化。

栗题四

求出：
𝑛

∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

gcd(𝑖, 𝑗)

其中：𝑛 ≤ 105

考虑枚举 gcd ，设函数 𝑓(𝑔) 为 以 g 为最大公约数的数对个数。易知：

𝑓(𝑔) = ⌊𝑛
𝑔 ⌋2 −

𝑖×𝑔≤𝑛
∑
𝑖=2

𝑓(𝑖 × 𝑔)

考虑到当 𝑔 > 𝑛
2 时，可以直接得到答案。其余的值逆向递推即可。### 栗题五 容斥原理推导欧拉函数通项公式

栗题六

询问 1 − 𝑛 中有多少数字可以表示成 𝑥𝑦, 𝑦 > 1 的形式。其中 𝑛 ≤ 1018

枚举 𝑥 的复杂度为 𝒪(√𝑛) 的。考虑枚举 𝑦 ，这样的复杂度仅为 𝒪(log 𝑛)。枚举一个 𝑦 后，合法的数字有 𝑦√(𝑛) 个。

易知，当 𝑦 不等于质数积时，贡献为 0。例如 𝑦 = 4 时，这里的答案一定被 𝑦 = 2 时算过一次了。

其余的情况，根据容斥原理的套路，可以发现，容斥系数为 −𝜇(𝑦) 。莫比乌斯函数也被称之为数论容斥系数。

栗题七

DAG 计数。给出点数 𝑛 ，输出 𝑛 个点的带标号 DAG 的数量，对大质数取模。其中 𝑛 ≤ 5 × 103

考虑到对于一个 DAG 来说，将其入度为 0 的点剖去之后，剩下的图也是一个 DAG 。这样就成功划分了子问题。

朴素做法 设 𝑓(𝑖, 𝑗) 表示 𝑖 个点的 DAG，有 𝑗 个点的入度为 0，考虑转移：枚举剥去这 𝑗 个点后会剩下多少个入度为
0 的点。

𝑓(𝑖, 𝑗) = (𝑖
𝑗)

𝑖−𝑗
∑
𝑘=1

(2𝑗 − 1)𝑘2𝑗(𝑖−𝑗−𝑘)𝑓(𝑖 − 𝑗, 𝑘)

后面的式子分别为：

• (𝑖
𝑗) ：在 𝑖 个标号中选出 𝑗 个充当入度为 0 的点。

• (2𝑗 − 1)𝑘：对于这 𝑘 个入度为 0 的点，他们可以和之前的 𝑗 个点随意连边（除了不连任何边的情况）。
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• 2𝑗(𝑖−𝑗−𝑘)：对于这 𝑗 个点，还可以与除这 𝑘 个点剩下的 𝑖 − 𝑗 − 𝑘 个点任意连边，一共有 𝑖 × (𝑖 − 𝑗 − 𝑘) 条边可以
连。这样的做法是 𝒪(𝑛3) 的

优化做法 容斥原理的一般化：对于两个集合函数 𝑓(𝑆), 𝑔(𝑆)：

𝑓(𝑆) = ∑
𝑇 ⊆𝑆

𝑔(𝑇 ) ⟺ 𝑔(𝑆) = ∑
𝑇 ⊆𝑆

(−1)|𝑆|−|𝑇 |𝑓(𝑇 )

𝑓(𝑆) = ∑
𝑇 ⊇𝑆

𝑔(𝑇 ) ⟺ 𝑔(𝑆) = ∑
𝑇 ⊇𝑆

(−1)|𝑆|−|𝑇 |𝑓(𝑇 )

前面的式子是 FMT 莫比乌斯变换所加速的式子。

设：𝑓(𝑛, 𝑆) 为 𝑛 个点的 DAG 中 𝑆 中的点度数为 0，类似地，𝑔(𝑛, 𝑆) 为 𝑛 个点的 DAG 中 至少 𝑆 中的点度数为 0
（钦点）。易知：

𝑔(𝑛, 𝑆) = 2|𝑆|(𝑛−|𝑆|)𝑔(𝑛, ∅)

其中 𝑔, 𝑓 有如下关系。
𝑔(𝑛, 𝑆) = ∑

𝑇 ⊇𝑆
𝑓(𝑛, 𝑇 )

根据容斥原理一般公式：

𝑓(𝑛, 𝑆) = ∑
𝑇 ⊇𝑆

(−1)|𝑆|−|𝑇 |𝑔(𝑛, 𝑇 )

目的是求出 𝑔(𝑛, ∅)：

𝑔(𝑛, ∅) = ∑
𝑇 ≠∅

𝑓(𝑛, 𝑇 )

=
𝑛

∑
𝑖=1

∑
𝑇 ,|𝑇 |=𝑖

𝑓(𝑛, 𝑇 )
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带入 𝑔, 𝑓 的关系式：

𝑔(𝑛, ∅) = ∑
𝑇 ≠∅

𝑓(𝑛, 𝑇 )

=
𝑛

∑
𝑖=1

∑
𝑇 ,|𝑇 |=𝑖

𝑓(𝑛, 𝑇 )

=
𝑛

∑
𝑖=1

∑
𝑇 ,|𝑇 |=𝑖

∑
𝑆⊇𝑇

(−1)|𝑆|−|𝑇 |𝑔(𝑛, 𝑆)

=
𝑛

∑
𝑖=1

∑
𝑇 ,|𝑇 |=𝑖

∑
𝑆⊇𝑇

(−1)|𝑆|−|𝑇 |2|𝑆|(𝑛−|𝑆|)𝑔(𝑛 − |𝑆|, ∅)

=
𝑛

∑
𝑖=1

∑
𝑇 ,|𝑇 |=𝑖

∑
𝑆⊇𝑇

(−1)|𝑆|−𝑖2|𝑆|(𝑛−|𝑆|)𝑔(𝑛 − |𝑆|, ∅)

=
𝑛

∑
𝑖=1

∑
𝑇 ,|𝑇 |=𝑖

𝑛
∑
𝑘=𝑖

(𝑛 − 𝑖
𝑘 − 𝑖)(−1)𝑘−𝑖2𝑘(𝑛−𝑘)𝑔(𝑛 − 𝑘, ∅)

=
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑛
𝑖)

𝑛
∑
𝑘=𝑖

(𝑛 − 𝑖
𝑘 − 𝑖)(−1)𝑘−𝑖2𝑘(𝑛−𝑘)𝑔(𝑛 − 𝑘, ∅)

=
𝑛

∑
𝑘=1

2𝑘(𝑛−𝑘)𝑔(𝑛 − 𝑘, ∅)
𝑘

∑
𝑖=1

(𝑛
𝑖)(𝑛 − 𝑖

𝑘 − 𝑖)(−1)𝑘−𝑖

=
𝑛

∑
𝑘=1

2𝑘(𝑛−𝑘)𝑔(𝑛 − 𝑘, ∅)
𝑘

∑
𝑖=1

(𝑛
𝑘)(𝑘

𝑖)(−1)𝑘−𝑖

=
𝑛

∑
𝑘=1

2𝑘(𝑛−𝑘)𝑔(𝑛 − 𝑘, ∅)(𝑛
𝑘)

𝑘
∑
𝑖=1

(𝑘
𝑖)(−1)𝑘−𝑖

=
𝑛

∑
𝑘=1

2𝑘(𝑛−𝑘)𝑔(𝑛 − 𝑘, ∅)(𝑛
𝑘) [(

𝑘
∑
𝑖=0

(𝑘
𝑖)(−1)𝑘−𝑖1𝑖) − (−1)𝑘]

=
𝑛

∑
𝑘=1

2𝑘(𝑛−𝑘)𝑔(𝑛 − 𝑘, ∅)(𝑛
𝑘) [(1 − 1)𝑘 − (−1)𝑘]

=
𝑛

∑
𝑘=1

2𝑘(𝑛−𝑘)(𝑛
𝑘)(−1)𝑘−1𝑔(𝑛 − 𝑘, ∅)

这样的做法是 𝒪(𝑛2) 的。

扩展容斥原理

Min-max 容斥

max 𝑆 = ∑
𝑇 ⊆𝑆

(−1)|𝑇 |−1 min 𝑇

{#eq:max_min}

min 𝑆 = ∑
𝑇 ⊆𝑆

(−1)|𝑇 |−1 max 𝑇

「PKUWC2018」随机游走

给定一棵 𝑛 个结点的树，你从点 𝑥 出发，每次等概率随机选择一条与所在点相邻的边走过去。

有 𝑄 次询问，每次询问给定一个集合 𝑆，求如果从 𝑥 出发一直随机游走，直到点集 𝑆 中所有点都至少经过一次的话，
期望游走几步。
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特别地，点 𝑥（即起点）视为一开始就被经过了一次。

答案对 $998244353 $ 取模。

对于 100% 的数据，有 1 ≤ 𝑛 ≤ 18，1 ≤ 𝑄 ≤ 5000，1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

设 𝐴𝑖 表示到达从 𝑥 点出发第一次到达点 𝑖 的期望时间。

易知：答案就是 𝐸 (max
𝑖∈𝑆

(𝑥𝑖))。需要注意的是：𝐸 (max
𝑖∈𝑆

(𝑥𝑖)) ≠ max
𝑖∈𝑆

(𝐸(𝑥𝑖))，详见博文

这是非常有用的，因为期望下的 max 和 min 是很难求的。

假设有 𝑎, 𝑏 两个不相关变量，则 𝐸(max(𝑎, 𝑏)) ≠ max(𝐸(𝑎), 𝐸(𝑏))。

例子：抛硬币，𝑎 = 𝑏 =
⎧{
⎨{⎩

0(50%)
1(50%)

, 则 𝐸(𝑎) = 𝐸(𝑏) = 1
2

那么 max(𝑎, 𝑏) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

max(0, 0)(25%)
max(0, 1)(25%)
max(1, 0)(25%)
max(1, 1)(25%)

, 则 𝐸(max(𝑎, 𝑏)) = 0.75

但是 max(𝐸(𝑎), 𝐸(𝑏)) = 0.5 所以期望不能大力拆 max 或 min 。

——引用自 command_block 的博客。

由 (eq.~@eq:max_min) 可知：
𝐸 (max

𝑖∈𝑆
𝑥𝑖) = ∑

𝑇 ⊆𝑆
(−1)|𝑇 |−1𝐸 (min

𝑖∈𝑇
𝑥𝑖)

考虑如何求出 𝐸 (min
𝑖∈𝑇

𝑥𝑖)

相当于从点 𝑥 出发，首次到达 𝑇 中的任意一点的期望时间。

设 𝑓(𝑖) 表示从结点 𝑖 出发，到达 𝑇 首次中的点的期望时间。

对于 𝑖 ∈ 𝑇 , 𝑓(𝑖) = 0

对于 𝑖 ∉ 𝑇 , 𝑓(𝑖) = 1
𝑑𝑒𝑔𝑖

(∑
𝑣

(𝑓(𝑣) + 1) + 𝑓(𝑓𝑎𝑖) + 1)

据说是经典套路：

待定系数法，设 𝑓(𝑖) = 𝐴𝑖 × 𝑓(𝑓𝑎𝑖) + 𝐵𝑖

𝑓(𝑖) = 1
𝑑𝑒𝑔𝑖

(∑
𝑣

(𝑓(𝑣) + 1) + 𝑓(𝑓𝑎𝑖) + 1)

= 1
𝑑𝑒𝑔𝑖

(∑
𝑣

(𝐴𝑣𝑓(𝑖) + 𝐵𝑣 + 1) + 𝑓(𝑓𝑎𝑖) + 1)

= 1
𝑑𝑒𝑔𝑖 − ∑ 𝐴𝑣

𝑓(𝑓𝑎𝑖) + 𝑑𝑒𝑔𝑖 + ∑ 𝐵𝑣
𝑑𝑒𝑔𝑖 − ∑ 𝐴𝑣

所以：𝐴𝑖 = 1
𝑑𝑒𝑔𝑖 − ∑ 𝐴𝑣

, 𝐵𝑖 = 𝑑𝑒𝑔𝑖 + ∑ 𝐵𝑣
𝑑𝑒𝑔𝑖 − ∑ 𝐴𝑣

特殊的：对于 𝑖 ∈ 𝑇 , 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 = 0。
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这里的 𝐴, 𝐵 可以直接通过树上 dp 求出。同时，可以递推出 𝑓(𝑖) 的值。

设 𝐹(𝑇 ) = (−1)|𝑇 |−1𝑓(𝑥) , 答案就是 ∑
𝑇 ⊆𝑆

𝐹(𝑇 )

考虑到这东西是子集和变换，使用 FMT (快速莫比乌斯变换) 预处理即可。然后 𝑂(1) 回答。
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