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对于 任意 一个正整数 𝑛 ，1 ∼ 𝑛 中与 𝑛 互质的 𝜑(𝑛) 个数字组成的集合记作 ℤ∗
𝑛。

事实上，由 ℤ∗
𝑛 和模 𝑛 意义下的乘法组成的代数系统 (ℤ∗

𝑛, ×) 是一个群。

从这一点出发理解原根和阶往往有很多奇妙的感受…

几点补充

欧拉函数

𝑛 = ∏ 𝑝𝑒𝑖
𝑖

𝜑(𝑛) = ∏ 𝑝𝑒𝑖−1
𝑖 (𝑝𝑖 − 1)

欧拉函数是一个经典的积性函数。

群的直积

又名 笛卡尔（Descartes）积，其定义如下：

设 (𝐺1, ∗) × (𝐺2, ⋅) = (𝐺, ⊕)

其中

• × 为两个群的笛卡尔积。
• 𝐺 = {(𝑎, 𝑏) | 𝑎 ∈ 𝐺1, 𝑏 ∈ 𝐺2}
• ⊕ 定义为 (𝑎1, 𝑏1) ⊕ (𝑎2, 𝑏2) = (𝑎1 ∗ 𝑎2, 𝑏1 ⋅ 𝑏2)

原根

若 𝑔 为 𝑛 的原根，等价于 𝑔 ⟂ 𝑛, 𝑔0 ∼ 𝑔𝜑(𝑛)−1 mod 𝑛 互不相同，等价于 𝑔 ⟂ 𝑛, ∀𝑖 ∈ [1, 𝜑(𝑛) − 1], 𝑔𝑖 ≠ 1. （𝑥 ⟂ 𝑦
表示 𝑥, 𝑦 互质）

一个数 𝑛 有原根当且仅当 𝑛 = 2, 4, 𝑝𝑘, 2𝑝𝑘 其中 𝑝 为奇素数。

小结论：若一个正整数 𝑛 有原根，则其原根数量恰好为 𝜑(𝜑(𝑛)) 。

阶

若 𝑎 ⟂ 𝑛，则使 𝑎𝑘 ≡ 1 (mod 𝑛) 成立的 最小 正整数 𝑘，称为 𝑎 模 𝑛 意义下的阶，记作 ord𝑛(𝑎)。可以发现若 𝑔 为模
𝑛 意义下原根，那么 ord𝑛(𝑔) = 𝜑(𝑛)。

1



整数模 𝑛 乘法群
定义

对于 任意 一个正整数 𝑛 ，1 ∼ 𝑛 中与 𝑛 互质的 𝜑(𝑛) 个数字组成的集合记作 ℤ∗
𝑛。

事实上，由 ℤ∗
𝑛 和模 𝑛 意义下的乘法组成的代数系统 (ℤ∗

𝑛, ×) 是一个群。

这一点可以考虑 ℤ∗
𝑛 中元素所包含的质因子，可以发现是显然的。

因为任意一个处于 𝑛 的剩余系中且不与 𝑛 互质的元素 𝑥 ，都可以除掉 gcd(𝑥, 𝑛) 放到 𝑛
gcd(𝑛,𝑥)  的剩余系内考虑，所

以这里只讨论 𝑛 的剩余系中与 𝑛 互质的元素组成的集合，即 ℤ∗
𝑛 （称其为 𝑛 的简化剩余系），当然也因为 我不会 ℤ∗

𝑛 
的性质实在是太美了。

离散对数

若 𝑛 存在原根，取任意一个 𝑛 的原根 𝑔 ，则对于 ℤ∗
𝑛 中的一个每个元素 𝑥 ，都存在唯一的 𝑘 ∈ [0, 𝜑(𝑛) − 1] ，使得

𝑔𝑘 = 𝑥 。

可以得出 [0, 𝜑(𝑛) − 1] ∩ ℤ 中的元素与 ℤ∗
𝑛 中的元素之间一一对应。

可以建立函数 𝑓(𝑥) 表示 ℤ∗
𝑛 向 [0, 𝜑(𝑛) − 1] ∩ ℤ 的映射。可以形象的称 𝑓(𝑥) 为 离散对数。这里满足很多实数定义下

对数的性质。需要注意离散对数间的运算是定义在 mod 𝜑(𝑛) 意义下的。

原根不存在的剩余系下离散对数的定义

离散对数的取值依赖于原根的选取，所以只有 𝑛 存在原根时，ℤ∗
𝑛 中的元素才存在 直接的 的离散对数。

可以利用类似于中国剩余定理的一般思想，将 𝑛 分解为质数幂的形式，分别求出 𝑥 在每个 𝑝𝑘
𝑖  剩余系下的离散对数

𝑎𝑖 ，则可以用 (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, ⋯) 这样的“坐标”来类似地定义 𝑥 在 𝑛 剩余系下的“离散对数”。根据中国剩余定理，可
以发现这样的“坐标”是能够实现和原数一一对应的。

可以先考虑原根存在的 ℤ∗
𝑛 ，对 ℤ∗

𝑛 中的每一个元素取离散对数（不妨设这里的原根取最小的原根）放入一个集合 𝐺 ，
然后重新定义群 乘法运算为模 𝜑(𝑛) 意义下的 加法，这样 (𝐺, ×) 也能够形成一个群。不妨用 𝐺𝑛 来表示这个群。

类似地定义原根不存在的 ℤ∗
𝑚，设 𝑚 =

𝑠
∏
𝑖=1

𝑃 𝑒𝑖
𝑖 。

他们的“离散对数”形成的群可以表示为 𝐺𝑃𝑒1
1

× 𝐺𝑃𝑒2
2

× 𝐺𝑃𝑒3
3

× ⋯ × 𝐺𝑃𝑒𝑠𝑠 ，其中 × 为定义在群上的直积。

值得一提的是：可以发现，两个群做直积，得到的群的阶为之前两个群的阶的乘积，可以发现，这和欧拉函数的积性是相

符的。

这好像没有什么用，只是可以帮助理解或者得到一些小结论吧。

模 2𝑘(𝑘 > 2) 意义下的离散对数

注意到，2𝑘(𝑘 > 2) 也是没有原根的。

定义 2𝑘(𝑘 > 2) 意义下的“离散对数”需要如下两个结论

ord2𝑘(5) = 2𝑘−2

而且对于任意一个 2𝑘 的简化剩余系下能表示成形如 5𝛼 的元素 𝑥，−𝑥 一定不能表示成形如 5𝛼 的元素。

一个栗子

当 𝑘 = 4 时，即 16 = 24。

ℤ∗
16 = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}
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50 = 1, 51 = 5, 52 = 9, 53 = 13, 54 = 1

ord16(5) = 4 = 2𝑘−2 = 22

且 −1 ≡ 15, −5 ≡ 11, −9 ≡ 7,−15 ≡ 2 这些数字都没有在上面出现过。

简单来说就是 2𝑘 的简化剩余系下（大小为 2𝑘−1），有恰好一半的数字可以表示成 5𝛼 mod 2𝑘，恰好一半不可以，这两

部分元素一一对应，互为剩余系下的相反数。

所以，可以把模 2𝑘(𝑘 > 2) 意义下的循环群看成是两个原根为 5 和 −1 的乘法群的直积。

其中的元素 𝑥 的离散对数形如 (𝑎, 𝑏) 表示 5𝑎 × (−1)𝑏 。

从乘法群的角度考虑原根和阶

对于任意正整数 𝑛 ，𝑛 的简化剩余系中的取任意一个数字 𝑥 。

设 𝑆𝑥 = {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ⋯} ，可以发现如果定义集合 𝑆 的乘法运算为模 𝑛 意义下的乘法，那么这东西就是 (ℤ∗
𝑛, ×) 的一

个子群…这里 |𝑆𝑥| （群 (𝑆𝑥, ×) 的阶）就可以称为 𝑥 在模 𝑛 意义下的阶。

把剩余系的环和群的环结合着理解一下，可以发现这个定义和原先的定义是等价的。

根据这个东西，不难发现：

|𝑆𝑥| = 𝜑(𝑛)
gcd(𝑓(𝑥), 𝜑(𝑛))

这里的 𝑓(𝑥) 为 𝑥 在任意原根意义下的离散对数。

存在一个显然的事实：一个常数 𝑥 的所有倍数模 𝑚 能够取到所有形如 𝑘 ⋅ gcd(𝑥,𝑚) 的数（𝑘 ∈ ℤ∗ ）。

从 𝑛 的某个原根意义下离散对数的角度考虑，𝑆𝑥 可以看作“所有离散对数为 gcd(𝑓(𝑥), 𝜑(𝑛)) 的倍数的元素”组成的集
合，这样的数字显然有 𝜑(𝑛)

gcd(𝑓(𝑥),𝜑(𝑛))  个，也就是循环子群的阶数。

之后的问题中，如果不好考虑某个引理，可以转化为选取一个原根后，对每个元素，求其离散对数，然后扔到一个剩余系

环上考虑。即使是关于原根本身的引理，也可以用这样的方法证明。

可以发现，我们想要的原根 𝑥，满足 𝑥 的循环子群能够取遍原来群中所有元素，即 𝑓(𝑥) ⟂ 𝜑(𝑛) 。

考虑一下原根的数量，对于任意一个正整数 𝑛 ，其简化剩余系阶为 𝜑(𝑛) ，每个数字取离散对数，指数和 𝜑(𝑛) 互质的
即可成为原根，这样的数字有 𝜑(𝜑(𝑛)) 个。事实上，这是原根数量的精确值。

对于 任意 一个正整数 𝑛 ，若其剩余系存在原根，则原根数恰好为 𝜑(𝜑(𝑛)).

实现上的相关问题

什么求原根、求阶和求离散对数之类的人间烟火，可以查看 「学习总结」数论

相关栗题

debris

给定素数 𝑃，求满足 1 ≤ 𝑛, 𝑚 ≤ 𝑃(𝑃 − 1) 且 𝑛𝑚 ≡ 𝑚𝑛 (mod 𝑃) 的数对 (𝑛,𝑚) 个数。

答案对素数 𝑀 取模。数据组数 𝑇 ≤ 100, 𝑃 ≤ 1012, 𝑀 ≤ 109 

如果 𝑛,𝑚 一个为 𝑃 的倍数，另一个不是，那么显然这些方案都不合法。

分两种情况：

如果 𝑛,𝑚 都是 𝑃 的倍数，那么这一部分的贡献是平凡的，就是 (𝑃 − 1)2。

如果 𝑛,𝑚 都不是 𝑃 的倍数，可以取其离散对数：
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𝑛𝑚 ≡ 𝑚𝑛 (mod 𝑃)
⇒ 𝑔𝑎𝑚 ≡ 𝑔𝑏𝑛 (mod 𝑃)
⇒ 𝑎𝑚 ≡ 𝑏𝑛 (mod 𝜑(𝑃))
⇒ 𝑎𝑑 ≡ 𝑏𝑐 (mod 𝑃 − 1)

定义 𝑛 = (𝑎, 𝑐),𝑚 = (𝑏, 𝑑)。任何一个数字 𝑛,𝑚 都可以用形如 (𝑥, 𝑦) 的数对表示。

同时 ∀𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑃 − 2] (𝑥, 𝑦) 的数对都唯一的对应一个在 [1, 𝑃 (𝑃 − 1)] 的数字。

原式化简：

𝑛𝑚 ≡ 𝑚𝑛 (mod 𝑃)
⇒ 𝑔𝑎𝑚 ≡ 𝑔𝑏𝑛 (mod 𝑃)
⇒ 𝑎𝑚 ≡ 𝑏𝑛 (mod 𝜑(𝑃))
⇒ 𝑎𝑑 ≡ 𝑏𝑐 (mod 𝑃 − 1)

问题转化为：

若 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 可以在 [0, 𝑃 − 1) 内任取，方程 𝑎𝑑 ≡ 𝑏𝑐 (mod 𝑃 − 1) 的解 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) 的数量。

根据乘法群的理论，把 (ℤ∗
𝑃−1, ×) 拆分成多个 𝑝𝑘 的群的直积。“坐标”每一维行为独立。

分别求出每一个 𝑎𝑑 ≡ 𝑏𝑐 (mod 𝑝𝑘) 的解数量相乘即可。

考虑如何求出形如 𝑎𝑏 ≡ 𝑏𝑐 (mod 𝑝𝑘) 的方程解数量。

仍然可以分两种情况：

• 方程两边都与 𝑝 互质，这样答案也是平凡的可以考虑其中三个数字任取，然后最后一个数字算逆元即可，答案就
是 𝜑(𝑝𝑘)3 。

• 方程两边与 𝑝 不互质，可以考虑方程一边的取值个数，考虑枚举 𝑎, 𝑏 中 𝑝 的次数，同时除去这个值，转化为互质
的情况。需要注意如果其次数和大于 𝑝𝑘 两边 𝑝 的幂次没必要相等。

子

求 𝑥𝑘 mod 𝑚 (𝑥 为非负整数) 的不同值个数，答案对 109 + 7 取模。

𝑚 =
𝑚𝑠
∏
𝑖=1

𝑝𝑎𝑖
𝑖

𝑘 =
𝑘𝑠
∏
𝑖=1

𝑞𝑏𝑖
𝑖

𝑚𝑠, 𝑘𝑠 ≤ 2 × 105, 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 ≤ 107, 1 ≤ 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ≤ 109

下辈子再学。

小 A 与两位神仙

给定一个奇质数次幂 𝑚。

𝑛 组询问，每组给定 (𝑥, 𝑦) 满足 𝑥 ⟂ 𝑚, 𝑦 ⟂ 𝑚

判定是否存在 𝑥𝑎 ≡ 𝑦 (mod 𝑚)

𝑛 ≤ 2 × 104,𝑚 ≤ 1018

显然求离散对数非常舒服，直接算倍数即可。只可惜 𝑚 有亿点点大。
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但是可以通过离散对数考虑，设 𝑢, 𝑣 分别为 𝑥, 𝑦 的离散对数。

显然我们希望：

𝑡 ∈ ℤ s.t. 𝑢𝑡 = 𝑣 (mod 𝜑(𝑚))

即：

gcd(𝑢, 𝜑(𝑚))|𝑣

其等价于：

gcd(𝑢, 𝜑(𝑚))| gcd(𝑣, 𝜑(𝑚))

由上面乘法群的推论：

|𝑆𝑥| = 𝜑(𝑚)
gcd(𝜑(𝑚), 𝑓(𝑥))

于是可以转化为：
𝜑(𝑚)
|𝑆𝑥| ∣ 𝜑(𝑚)

|𝑆𝑦|
即：

|𝑆𝑦| | |𝑆𝑥|

所以只需要对原数 𝑥, 𝑦 分别求阶，然后判断 ord𝑚(𝑦)| ord𝑚(𝑥) 即可。
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