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构造题都是好题

构造题选

热身一

构造三个长度为 𝑛 , 的排列使得 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 ≡ 𝑐𝑖 (mod 𝑛) 无解输出 -1

对等式两边分别求和。当 𝑛 为 偶数时，等式左边的值为 𝑛(𝑛 − 1) ≡ 0 (mod 𝑛) ，等式右边的值为 𝑛(𝑛−1)
2 ≡ 𝑛

2
(mod 𝑛) ，显然无解。𝑛 为奇数时，直接取 𝑎 = 𝑏 = 0, 1, 2, ⋯ 𝑛 − 1

热身二

一个 2𝑛 个点的完全图，把这些边分成 2𝑛 − 1 组，每组 𝑛 条边，且每组都是一个匹配。（同一组内任意两条边没有公共
点）。𝑛 ≤ 1000

对于一条边 (𝑢, 𝑣) ，放入 第 (𝑢, 𝑣) (mod 2𝑛 − 1) 组即可。

热身三

一个 2𝑛 − 1 个点的完全图，你需要找出尽量多的不交三元环。𝑛 ≤ 10

分析答案上界 (2𝑛−1)(2𝑛−2)
6 . 发现是整数，应该能取到。

三元环可以用 (𝑢, 𝑣, 𝑤) 表示，枚举 𝑢, 𝑣 ，取出所有 𝑢 ⊕ 𝑣 ⊕ 𝑤 = 0 的三元环即可。考虑这样算出的答案需要除以 3!。
和上界相同，证明这种取法最优。

栗题一

给出一张大小为 𝑛 ≤ 1000 的完全图，给出一种方案，使得选出最多边互不相交的生成树.

分析答案上界为 𝑛(𝑛−1)
2(𝑛−1) = ⌊ 𝑛

2 ⌋。

归纳构造：

• 假设 𝑛 = 2𝑘 个点已经构造好了，考虑加入一个点 𝑛 = 2𝑘 + 1。这样就随便找 𝑘 个点，然后分别在每个点中选出
不同的 𝑘 个树 和新点连边即可。

• 假设 𝑛 = 2𝑘 个点已经构造好了，考虑加入两个点 𝑛 = 2𝑘 + 2，记作 𝑎, 𝑏。考虑将 𝑛 个点分为 𝐴, 𝐵 两组，𝑎 和
𝐴 中的点，𝑏 和 𝐵 中的点分别连边，然后考虑上界多出了一颗树，这时就可以：𝑎 连 𝑏 ，然后 𝑎 连 𝐵 ，𝑏 连 𝐴。
就多构造了一棵树。

栗题二

平面上有 𝑛 ≤ 100 个蓝色的点，需要加上 𝑘 个红色的点，使得任意三个蓝点组成的三角形内部都必须至少有一个红点，
红点必须在内部，不能在边上。最小化 𝑘 的大小。
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分析出答案下界为 (2𝑛 − 2 −凸包上的点数).

考虑到，一堆点，依次求出凸包，对于相邻两层凸包之间进行三角剖分，三角形个数为相邻两凸包点数和。最内层的凸包

能划分出 𝑛 − 2 个三角形，设 𝑙𝑖 为从外到内第 𝑖 层凸包上的点数。考虑到答案为 (𝑙1 + 𝑙2) + (𝑙2 + 𝑙3) + (𝑙3 + 𝑙4) + ⋯ +
(𝑙𝑘−1 + 𝑙𝑘) + (𝑙𝑘 − 2) = 2𝑛 − 2 − 𝑙1。因为这样划分出来的三角形两两不交，所以这一定是答案的一个下界。

考虑如何构造能到达答案的下界。

随机一个向量 (𝑥0, 𝑦0)，长度为无限小，在每一个点 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ± (𝑥0, 𝑦0) 处放置两个红点，这样的答案是 2𝑛 的，因为 三
角形内角和为 180𝑜 ，一个点和与其对应的两个红点构成的角，角度为 180𝑜 ，在随机意义下，每个三角形内部必然有且

仅有一个点。对于凸包外的点可以删除，易知，可删的点有 凸包上的点数− 2 个。这样构造可以达到下界。

栗题三

给出一张 𝑛 × 𝑛 （𝑛 ≤ 40）的方格表，每个格子里面有一个字母。每次可以把某一行所有字母右循环平移若干格，某一
列的所有字母下循环平移若干格。若某行有连续的三个字母 𝑘, 𝑒, 𝑦 则形成一个键，在 10000 次操作中最大化键的数量。

• 当 3 ̸| 𝑛 时，方法显然，每一行一定要形成 𝑘𝑒𝑦𝑘𝑒𝑦𝑘𝑒𝑦 ⋯ 的形式，考虑像魔方一样的依次把每一列填成该填的字
母，注意如果这一个格子无法填成想要的字母（后面没有这样的字母了），优先把后面与 𝑘, 𝑒, 𝑦 不同的垃圾字母填
入。

• 当 3 | 𝑛 时，前面的操作一样做，只需要特殊考虑最后一列怎么做，如果只剩下最后一列没有排好，相当于考虑如
何交换最后一列的任意两个格子上的字母。考虑将倒数第二列的最后一行当作转移点，对最后一列执行交换操作，

就跟某种排序算法一样即可。

栗题四

给定一个 1 ~ 𝑛2 + 𝑛 的排列，选出一个长度为 2𝑛 的子序列，使得子序列中 ∀𝑘 ∈ 𝑛 有第 2𝑘 小的和 2𝑘 − 1 小的数字相
邻。

把排列分成 𝑛 段，每段 𝑛 + 1 个数字。依次求出每段里面最小和次小值。找到次小值最小的一段，把这一段的最小值和
次小值放入答案序列，然后删除这一段。再把其他段中比这个次小值小的数字删除，重复上面的操作。可以证明，最后的

删除操作，会在每一段中至多删去 1 个数字（由于选定的段是次小值最小的一段），所以保证答案存在。

栗题五

给出一个 2𝑛 × 𝑚 的棋盘，有 𝑛 × 𝑚 个红格子，有 𝑛 × 𝑚 个蓝格子，保证右下角为蓝色，左上角为红色，任意两个同

色的格子中心都有一条边。要求给每条边定向，需要保证最后所有边的矢量和为 0.

• 𝑛 × 𝑚 为奇数，对蓝色和红色的连通块，分别跑欧拉回路。

• 𝑛 × 𝑚 为偶数，去掉左上和右下的格点，剩下的点跑欧拉回路，然后考虑所有端点为左上、右下格点的边的方向。

依次考虑每一对关于棋盘中心对称的点对。

– 若两个点对颜色不同，分别和左上、右下的格点连边即可抵消
– 若两个点对颜色相同，则同时向自己颜色的格点连边。这样连边，两个向量和为指向这个颜色的顶点的对角
线。易知这样的点对数量相同，所以最后也可以相互抵消。

栗题六

给定一个环，环上的每个点是三种颜色 (RGB) 之一，若一个点左右两边的点颜色不一样，就可以将这个点改变成任意颜
色。给出两个环，问能否在 10𝑛 次操作内把一个环变成另一个，给出方案。5 ≤ 𝑛 ≤ 105。

一个经典套路就是，考虑到操作可逆，可以考虑如何把两个环同时操作，变成同一个。

先考虑把两个环变成“每个位置都可以操作的形式”，从某个可操作的位置开始操作，让它变成与左右两边距离为 2 的点
颜色不同的颜色。然后再操作左或右边的点，依次进行这样的操作，就可以把这个环变成“每个位置都可以操作的形式”。
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然后依次考虑把其中一个环的每个位置变成另外一个环的对应位置的颜色。同时需要保证任意一个位置的颜色可变，即：

保证任意距离为 2 的位置颜色不同。为了方便考虑，可以把一个环根据位置下标的奇偶拆成两个环，问题变成了修改一
个位置的颜色后，和两边位置的颜色都不同，如果改后不能保证，可以先修改两边位置的颜色。由于目标环也保证了任意

位置颜色可逆，所以对于当前环的这种策略的操作，一定存在合法地操作。

栗题七

nb 题目不做评价……

想办法每次把最大值放到右下角，每次从没排好序的最后一行开始，依次让每行的最后一列成为一行中的最大值，然后对

最后一列当成行，把最大值移动到第一行的最后一列，然后转一圈，移动到没排好序的右下角。注意没有保证任意元素不

同，判断比较麻烦。

栗题八

存在 𝑛 个数字。给出 𝑛，和 𝑚 个限制，限制形如 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 两个数字的最大值或最小值为 𝑤。构造一种合法的方案。
𝑛 ≤ 105。

根据每个限制，可以给每个数字确定一个上界和下界。一定存在一种赋值方案，使得每个变量要么取上界，要么取下界。

因为如果一个数字取下界和上界构成的开区间中的值，这个数字没有贡献，所以取要么取上界要么取下界的方案一定合

法。

直接 2-SAT，判断每个数值取上界还是下界。

栗题九

给出一张 DAG，保证每个点入度不超过 2，保证出度为 0 的点有且仅有一个。每个点都有一些权值，这些权值均为 (0 /
1)，初始时，每个入度为 0 的节点有一个权值，其他点的权值为其他两个子节点权值的与非（先取 and 再取 not），钦定
一些入度为 0 的节点权值，使其满足如下条件。（设：叶子节点为入度为 0 的点，根节点为出度为 0 的点 233）- 没有钦
定的叶子节点全取 1 时，和叶子节点全取 1 时，根节点取值相同。- 没有钦定的叶子节点全取 0 时，和叶子节点全取 0
时，根节点取值相同。构造一种钦定方案，使得钦定的点数量尽可能多。

首先确定一下：叶子节点全部取 0 时，根节点的取值 𝐴。叶子节点全取 1 时，根点的取值 𝐵。- 如果 𝐴 = 𝐵，那么最优
答案一定是钦定所有叶子节点为同一值。- 如果 𝐴 ≠ 𝐵，设 𝑓(𝑖) 表示，当编号小于等于 𝑖 的叶子赋值为 1 其余的赋值为
0 时根节点的取值。试图确定一个 𝑖 使得 𝑓(𝑖) = 𝐴 且 $ f(i + 1)=B$ 这时最优的方案就是钦定 [1, 𝑖] 和 [𝑖 + 2, 𝑛] 这些
点，这样 钦定的点有 𝑛 − 1 个，已经取到了当前情况下的最优解。- 讨论一下 𝑖 的存在性，因为 𝑓(0) ≠ 𝑓(𝑛) 所以一定
存在一个 𝑖 使得函数值发生改变。- 考虑一下如何求这个 𝑖 值，可以二分。虽然函数不满足单调性，但是我们也不关心某
个极值，只是希望快速求一个拐点，根据二分值处的函数取值，一样能够确定拐点一定在区间的哪边。(界值定理)

栗题十

一个 𝑛 个点的简单无向图（无重边，无自环但不一定联通），你可以询问若干次，每次询问一棵 𝑛 个点的树，交互库会返
回这棵树里面有多少边和无向图中的点有多少条边重合。

首先确定节点 1 和哪些节点有边相连，只需要构造一个除掉节点 1 的链，然后枚举 𝑖，让节点 1 和 节点 𝑖 连边，查询答
案，考虑这些答案的最大值和最小值，取到最大值的边存在，取到最小值的边不存在（若最大值最小值相同，则边要么都

存在，要么都不存在，问一个菊花即可确定）。

考虑确定剩下的点 𝑖 和哪些点有连边，考虑像线段树一样查询 和下标为某一区间 [𝑙, 𝑟] 的点是否有边相连，直接向这些点
[𝑙, 𝑟] 连边，其余的点向 1 连边，由于 1 和哪些点有边相连是已知的，所以可以直接算出点 𝑖 向 [𝑙, 𝑟] 中的点有无连边，
依次递归即可。
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栗题十一

「正睿联赛集训」Round 2 矩阵

栗题十一

需要值域分块学后待补。

栗题十二

「CF1364E」给定一个 [0, 𝑛 − 1] 的排列 p，每次询问 (𝑖, 𝑗) 返回 𝑝𝑖|𝑝𝑗，最多 4269 次询问，推出这个排列。𝑛 ≤ 2048。

考虑到确定哪一个位置为 0 即可确定所有位置的数字。

做法一 随机选择一个数字，让它或上其他所有数字，显然它和 0 取或能够取到最小值。再随机一个数字让这个数字和
这些上一次取到最小值的数字取或，继续找到最小值，重复以上操作，直到最小值唯一。每次迭代，二进制中 1 的个数
期望减半，花费大概是 𝒪(𝑛 + √𝑛 + ⋯) 常熟较大

做法二 从前往后扫一遍，同时维护两个位置 𝑎, 𝑏 表示前缀中可能为 0 的位置为 𝑎, 𝑏，考虑加入一个数字 𝑐 如何维护:

• 𝑎|𝑐 > 𝑎|𝑏 则 𝑐 不可能为 0.
• 𝑎|𝑐 < 𝑎|𝑏 则 𝑏 不可能为 0.
• 𝑎|𝑐 = 𝑎|𝑏 则 𝑎 不可能为 0.

注意到其实前两种操作只需要询问一次，而后一种操作虽然需要询问多次，𝑎|𝑐 = 𝑎|𝑏 的概率非常小。可以考虑
𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚_𝑠ℎ𝑢𝑓𝑓𝑙𝑒 之后再做防止被卡。
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