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第一天的题都是好题啊 QAQ!!

异或

给出一个大小为 𝑛 的集合 𝑆 和一个整数 𝑥 ，求 𝑆 中有多少子集满足其中任意两个元素之间的异或和不小于 𝑥 。对质数
取模。𝑛 ≤ 106

设 𝑥 的二进制最高位为 𝑘 。

考虑两个数字异或的情况，如果两个数字大于 𝑘 的二进制位不一样，其异或结果一定不小于 𝑥 。

那么如果我们把大于 𝑘 的二进制位相同的数取出来，分成一个组，然后单独求出每组内能取出的子集个数，最后答案只
需要对每个组能取出的子集个数自由组合即可。

考虑求出每组内能取出的子集个数。因为要求每组取出的子集中任意两个数的异或和所以这些数字在第 𝑘 位的取值一定
要两两不同，所以每一组内取出的合法子集大小只有 0, 1, 2 三种，前两种是平凡的，最后一种用 trie 维护即可。

计数

给定整数 𝑥 ，定义长度为 𝑁 的序列 {𝑎𝑖} 的价值 𝑓(𝑎) 如下：

max{𝐿(𝑎) − 𝑥, 0}

其中 𝐿(𝑎) 表示 𝑎 最长的相同子段的长度。

给定整数 𝑁, 𝐾, 𝑥 ，求出长度为 𝑁，各个元素在 [1, 𝐾] 中的所有整数序列的价值之和。大质数取模。𝑁 ≤ 106,𝐾 ≤
108, 𝑥 ≥ 0

首先一个显然的策略是枚举每个 𝐿(𝑎) 的可能取值 𝑥，算方案数即可。

每次算方案数时可以设 𝑑𝑝[𝑛][0/1] 考虑了长度为 𝑛 的序列，达到了 / 未达到 𝑥 的方案数。

这样就已经没办法优化了，可以考虑把等于的限制改宽改为大于的限制，注意到：

max{𝐿(𝑎) − 𝑥, 0} =
𝑛

∑
𝑖=𝑥+1

[𝐿[𝑎] ≥ 𝑖]

类似地贡献转化手法还有这道题。可能是一种常见套路

问题转化为对于一个 𝑖 求有多少序列的连续子段长度大于 𝑖。

可以考虑补集转化，求有多少序列的连续子段长度小于 𝑖 的序列，只需要在每个位置枚举从这里出发连续字段有多长就可
以了。（相当于一个存在性限制，转化为任意性限制，任意性限制显然结构更加简单）
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可以设 𝑑𝑝[𝑛] 表示长度为 𝑛 的序列，最长相同子段的长度小于 𝑥 的方案数，转移显然：

𝑑𝑝[𝑛] =
⎧{
⎨{⎩

𝑘𝑛 𝑛 < 𝑥

(𝑘 − 1)
𝑥−1
∑
𝑖=1

𝑑𝑝[𝑛 − 𝑖] 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒.

可以用前缀和优化。这样做复杂度仍旧是 𝒪(𝑛2) 的。

题解中给出了这样一份代码，其 𝑑𝑝[𝑛] 的意义是长度为 𝑛 的合法序列，且最后两个元素不同的方案数：

int getans(int n, int k, int x) {
if (x == 1) return power(k, n);
static int dp[MAXN]; dp[1] = k;
for (int i = 2; i <= n; i++)

if (i < x) dp[i] = 1ll * k * dp[i - 1] % P;
else dp[i] = (1ll * k * dp[i - 1] - 1ll * (k - 1) * dp[i - x] % P + P) % P;

return (0ll + power(k, n) - dp[n] + P + dp[n - x + 1]) % P;
}

按照题解的转移方式，其方程可以写作：（转移可以理解为把最后一个数字扩充，然后随便放上一个不一样的）

𝑑𝑝[𝑛] =

⎧{{
⎨{{⎩

𝑘 𝑛 = 1
𝑑𝑝[𝑛 − 1] × 𝑘 𝑖 < 𝑥
𝑑𝑝[𝑛 − 1] × 𝑘 + (1 − 𝑘) × 𝑑𝑝[𝑖 − 𝑥] 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒.

考虑到这里的方程转移比较单一，可以试图画出转移图，然后考虑贡献的传递，第一个点值为 𝑘 ，每一条转移边都是乘
某一个值，且这个值的取值仅有 2 种。

如果一条从 1 到 𝑛 的转移路径所经过的两种转移路径数量相同，那么他们的贡献也相同。枚举第二条转移路径的数量即
可计算贡献。这样做的复杂度是 𝒪(𝑛

𝑥 ) 。根据调和级数的理论，这样的做法是 𝒪(𝑛 log 𝑛) 的。

有一道平衡树优化 dp 转移的题目，比较有意思。

A

B

C. 最大价值

A 君有 𝑛 个物品，每个物品有两个属性 𝑎𝑖, 𝑏𝑖，现在 A 君想从所有物品中挑选 𝑘 个，并按一定顺序摆放好。

对于一个方案中，被摆在第 𝑗 个位置（位置从 1 开始标号）的物品为 𝑖，它对这个方案产生的价值贡献为 𝑎𝑖 ⋅ (𝑗−1)+𝑏𝑖，

一个方案的价值和为它所含的所有物品的贡献之和。

现在 A 君想知道对于所有可能的 𝑘（1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ），在最优的选取以及摆放情况下能得到的方案价值和最大是多少。

接下来 𝑛 行，每行两个整数 𝑎𝑖, 𝑏𝑖。

100% 的数据：𝑛 ≤ 300 000, 0 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 106, 0 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 1012

输出 𝑛 行，每行两个整数 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ，表示 𝑘 = 1, 2, 3, 4, ⋯ , 𝑛 时的最大总价值。

对于一个大小为 𝑘 的方案，如果确定了选择哪 𝑘 个，就可以直接按照 𝑎 排序，然后依次算出贡献（排序不等式）

那么显然可以考虑先对原物品按照的 𝑎 排序，然后依次做背包即可。

𝑑𝑝[𝑖][𝑗] = max{𝑑𝑝[𝑖 − 1][𝑗], 𝑑𝑝[𝑖 − 1][𝑗 − 1] + 𝑎𝑖 × 𝑗 + 𝑏𝑖}
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观察到一条结论，选定 𝑘 个物品的答案，一定是在原来 𝑘 − 1 个物品的答案基础上添加一个物品，而不会拿走。

如果考虑了 𝑖 种物品，那么对于选取 𝑗 个物品的方案，一定是从选 𝑗 − 1 个物品的方案添加一个物品得到的。也就是说，
每新考虑一个物品，上面的转移一定是在某个 𝑗 之前都是继承上一轮的答案，之后都是新增这个物品的答案，维护差分数
组即可。可以平衡数维护每一个 𝑗 处的答案的差分。

官方题解附有结论证明。
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